Chapitre : SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN
Objectifs :

» Savoir définir une similitude directe du plan a partir de la conservation des rapports
des distances et des angles orientés.

» Montrer qu’une similitude directe est soit une translation soit la composée d’une
homothétie de rapport positif et d’'une rotation de méme centre.

» Savoir caractériser une similitude directe (déterminer le vecteur de la translation si
c’est une translation ; sinon donner le centre, le rapport et 'angle de la similitude)

» Déterminer I'écriture complexe d’une similitude directe.

» Déterminer une similitude directe par la donnée de I'image (A4’, B') d’un bipoint (4, B)
tels que AB # 0 et A'B' # 0.

» Enoncer les effets des similitudes directes sur les configurations et savoir les utiliser

dans la résolution de problemes.

l. COMPOSEE D'UNE HOMOTHETIE DE RAPPORT POSITIF ET D'UNE
ROTATION DE MEME CENTRE

1. Activité

Soit Q un point du plan, A un réel strictement positif et & un réel quelconque.

On désigne par h ’lhomothétie de centre Q et de rapport 4, et par r la rotation de

méme centre Q et d’angle 6.
Etudier la transformation h o r.
Corrigé

Pour tout point M du plan, notons M; = r(M) et M' = h(M;).




o

h[r(Q)] = h(Q2) = Q. Le point Q est invariant par hor.
Pour tout point M distinct de Q, on a:
QOM = QM ; (Q—l\/_f, QOM;) =0 et aM’ = AQM;. Le réel A étant strictement positif,
on en déduit que QM' = 1QM; et (QM;,QM") = 0.
Finalement QM = AQM et (QM, QM) = 6.
b. Soient M et N deux points du plan.
On a . MlNl = MN et MIN, = AMlNl'
Le réel A étant strictement positif, on en déduit que M'N’ = AMN.
La transformation h o r multiplie les distances par A.
c. Les rotations et les homothéties conservent les angles orientés, donc la
composeée h o r conserve les angles orientés.
d. Pour tout point M du plan, notons M, = h(M) et M"" = r(M,).
r[h(Q)] = r(Q) = Q. Le point Q est invariant par r o h.
Pour tout point M distinct de Q, on a:
QM, = AQM ; QM" = QM, et (QM,, QM") = 6.
On en déduit que QM" = 1M et (OAM, QM") = 6 . Donc M = M’ et par suite
hor=roh
2. Synthése

Soit h une homothétie de centre Q et de rapport 1 strictement positif et r une

rotation de méme centre Q et d’angle 6.
La composée h o r multiplie les distances par 4 et conserve les angles orientés.
On dit que h o r est une similitude directe du plan.

Remarque : hor =roh.

3. Ecriture complexe de hor

Désignons par w I'affixe de Q.
L’écriture complexe de r est : z = e (z — w) + w.

L’écriture complexe de hest:z— A(z—w) + w.



Donc I'écriture complexe de hor est : z = e (z —w) + w; cest-a-dire
z' =2e¥z+w(1—2e'?) quiestdelaforme z’ = az+b

avec a = e et b = w(1 — 1e'9).

Il. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN

1. Définition

Une similitude directe du plan est une transformation du plan qui multiplie les

distances par un réel A strictement positif et qui conserve les angles orientés.
Le réel A strictement positif est appelé le rapport de la similitude directe.
Pour tous points A4, B, C et D tels que A # B et C # D, d'images respectives
A',B’,C" et D' par une similitude directe de rapport 1, ona: A'B’' = 1AB et
(A'B',C'D) = (AB, CD) .

Exemples

Une translation est une similitude directe de rapport 1.
Une rotation est une similitude directe de rapport 1.

De fagon générale, un déplacement est une similitude directe de rapport 1.
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Une homothétie de rapport k (k # 0) est une similitude directe de rapport
|k].

Théoréme

Toute similitude directe de rapport k (k > 0) est la composée d’une homothétie de

rapport k et d’'un déplacement.

2. Similitudes directes et configurations

% Une similitude directe transforme : un segment en un segment, une
droite en une droite, un cercle en un cercle, une conique en une
conigue de méme excentricité.

% Une similitude directe conserve : le parallélisme, I'orthogonalité, le
contact, les barycentres.

% Une similitude directe de rapport k (k > 0), multiplie les distances par k

et les aires par k?2.



[l TRANSFORMATION DEFINIE PAR:z+= az+b (a # 0).

Soient a et b deux nombres complexes tels que a # 0 et soit f I'application du
plan g dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’

telle que z’' = az + b.

» Sia=1,alorsz' =z+b et f estlatranslation de vecteur d’affixe b.

» Sia # 1, alors f admet un seul point invariant : le point Q0 d’affixe w = %.
Ona:z =az+betw=aw+bdoluz —w=a(z—w) = |ale?(z—w).
L’application f est donc la composée de 'homothétie de centre Q , de
rapport |a| et de la rotation de méme centre Q et d’angle 6. (6 étant un

argument de a).

Retenons

La transformation f dont une écriture complexe est de la forme : z » az + b avec
a € C* et b € C, est une similitude directe du plan :

- Sia =1, alors f est la translation de vecteur d’affixe b.

- Sia # 1, alors f est la similitude directe de centre Q0 d’affixe w = %, de

rapport |a| et d’angle 6. ( 6 étant un argument de a). On dit alors que f est

une similitude a centre.

Dans ce cas f peut s’écrire f = hor =r o h ou h est une homothétie et r une

rotation de méme centre que h. On dit alors que h o r est la forme réduite de f.

Exercice d’application

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (0; i, V).

Soit g l'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z associe le

point M’ d’affixe z' = (1 + i)z + 2i.

a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g.

b) Donner la forme réduite de g.
Corrigé

a) Ona:Z,=Z@(1+i)Z-|-2i=Z Sz=-2; |1+l|=\/§et

arg(l1+1i) = % [27].



g est la similitude directe dont le centre Q a pour affixe —2, de rapport V2 et
y bia
d’angle "

b) Soit r la rotation de centre Q et d’angle % et h ’'homothétie de centre Q et de

rapport V2.

La formeréduitede gest: g =hor.
Propriété
Soit f une similitude directe de centre Q, de rapport k et d’angle 6.

QM’ = kQM
Pour tout point M et M’ du plan distincts de Q,ona: M' = f(M) & 57— .
aM,aM") =6
V. DETERMINATION D’'UNE SIMILITUDE DIRECTE PAR LA DONNEE DE
L'IMAGE (A’.B’) D’'UN BIPOINT (A,B) TEL QUE AB+ 0 ET A'B’ # 0.

1. Théoréme (admis)

Etant donné quatre points A, B, A’ et B' tels que A # B et A" # B’, il existe une
similitude directe f et une seule telle que f(4) = A" et f(B) = B'. Le rapport de

f est % et son angle (AB,A'B).

Remarques

- SiA'B' = 4F alors f est la translation de vecteur AA.
- SiA'B'=k.AB (k # 1), alors f est une homothétie.

- SiA'B' # AB et A'B’ = AB alors f est une rotation.

2. Construction du centre Q) d’une similitude directe dans le cas général

On se situe dans le cas ou f n’est ni une homothétie, ni une translation.
f est la similitude directe de rapport % d’angle (ﬁ, A'B") et de centre son unique
point invariant.

Désignons par I le point d’intersection des droites (4AB) et (A'B’).

e Cas ou le point I est distinct des points 4,B, A" et B'.



!

Ona: 2(AB,A'B") = 2(IA, 1A") = 2(IB, 1B)) ; or (AB,A'B’) = (QA, QA =

(QB, 0B") donc :

d’une part Z(ﬁ,ﬁ) = Z(ﬁ, W) et les points Q,1, A et A’ sont cocycliques et
d’autre part 2(@, W) = 2(@, W) et les points Q, 1, B et B’ sont cocycliques.
On en déduit que Q appartient aux cercles (C) et (C") circonscrits
respectivement aux triangles IAA’ et IBB'. Ces deux cercles ayant le point I en
commun, sont soit tangents en [ soit sécants.

Si (C) et (C") sont tangents alors Q = 1.

(C) et (C") sont sécants en I et ] alors Q = J. (En effet, si Q étaiten I, les
droites (AA") et (BB') seraient paralléles ; (C') serait 'image de (C) par une
homothétie de centre I. (C) et (C") seraient tangents.)

Cas ou le point I est I'un des points 4, B, A’ et B’ (par exemple [ = A)



On construit le milieu K du segment
[AB] et le point K’ = f(K). On a K' qui est le milieu de [A'B'] .

On retrouve la situation précédente avec (KB) n (K'B") = {A}. Q estle point
d’intersection, autre que A, des cercles circonscrits aux triangles AKK' et
ABB'.
V. TRANSFORMATION VECTORIELLE ASSOCIEE A UNE SIMILITUDE
DIRECTE DU PLAN

1. Définition

Soit f une similitude directe du plan de rapport k et d’angle 6.
L’application ¢ de % dans % qui au vecteur # = A associe le vecteur
W)= vV=ABou A = f(A) et B' = f(B) est appelée similitude directe
vectorielle associée a f.
Remarque

> (p(B) =0.

> Siv % 0 alors le vecteur v = ¢(#) est caractérisé par : ”v’” = k||v| et

JEE——

@,v) = 6 [2n].

L’application ¢ est appelée similitude directe vectorielle de rapport k et

d’angle 6.

2. Linéarité



Soit ¢ la similitude vectorielle associée a une similitude directe f.
Pour tous vecteurs u et v et pour tout réel A,
Ona:g(u+7v)=¢(d)+ @) et pdv) = 1p( V). On dit que ¢ est linéaire.

Démonstration

Soient 4, B, C et D les points tels que % = AB, % = BC et BD = ABC = A®.
Désignons par A', B’, C' et D' les images respectives des points A, B, C et D par
f.
Ona:¢(i+9)= @(AB+BC)= ¢(AC)=AC =A'B +B'C

= ¢(4B) + ¢(BC) = ¢() +¢(@).

Ona: g(A%) = ¢(ABC) = ¢(BD) = B'D’. Or BD = ABC = B'D’ = AB'C’

(conservation du barycentre). Donc (1) = AB'C’ = Ap(BC) = Ap( D).

EXERCICES

Exercice1

Dans un repére orthonormal direct (0; i, ¥) du plan P, on donne les points A (2 0) et

B(1; —1). On considére I'application s de P dans P qui, a tout point M, associe le

point M’ ainsi défini : M, est 'image de M par la rotation de centre A et d’angle % et

M' est I'image de M; par ’'homothétie de centre B et de rapport 3.

1) Le plan P étant identifié a 'ensemble C des nombres complexes, on note z
I'affixe de M et z' celle de M'. Exprimer z' en fonction de z.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de s.

Exercice2

Le plan P est muni d’un repére orthonormal direct (0; i, v). On note z I'affixe d’un

point M de ce plan

1) Déterminer 'ensemble (I") des points M du plan tels que : |(1 + i)z — 2i| = 2.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f de
P, qui a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telle que
z'=1+1i)z - 2i.

3) En utilisant la transformation f, retrouver le résultat de la premiére question.



Exercice3

ABCD est un rectangle de centre 0 tel que (4B, AC) = g On note E le symétrique de

A par rapport a D. Soit s la similitude directe de centre C, de rapport % et d’angle g

1) a) Montrer que s(4A) = B
b) Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire que s(E) = 0.

2) Soit I un point du segment [OE], distinct des points O et E et soit (T') le cercle
de centre I et passant par A. Les droites (AD) et (AB) recoupent le cercle (T')
respectivement en M et P.

a) Tracer (T') et placer les points M et P.
b) Montrer que le point C appartient au cercle (T).

3) Soit N le projeté orthogonal de C sur la droite (MP).

a) Montrer que (MP,MC) = %
b) En déduire que s(M) = N.
4) Montrer que les points B, D et N sont alignés.

Exercice4

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (0; i, 7). On note s la

similitude plane directe de rapport \/2—5 , d’angle % et qui laisse invariant le point 1(0; 4).

1) Déterminer I'écriture complexe de s.

2) Soit M, le point d’affixe 2 + 3i. On pose pour tout entier naturel n,
My q =s(M,) etu, =IM,.
a) Quelle est la nature de la suite (u,) ?
b) Exprimer u,, en fonction de n et étudier sa limite.

3) Onpose L, =IM; + IM, + ---+ IM,,. Calculer L, en fonction de n.

Exercice5

Soit » un nombre réel strictement positif, u le nombre complexe de module r et

y 3
d’argument —T”.

1) On considére la suite (4,,) de points définie par :

L A():O



o |’affixe de A; esti.

e Pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, A,, est'image de A,,_, par la
similitude directe de centre A,,_;, de rapport r et d’angle —%”.

On désigne par z, I'affixe de A,,.

a) Ecrire pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, une relation entre z,,
Zn_1 €t z, 5.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul et distinctde 1, on a :
Zy — Zn_q = (—u)" 1.

2) a) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe s, qui

transforme A, en A, et A; en A,.

b) Démontrerque : Vn €N, 4,,.1 = s(4,).

Chapitre : SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN
Lecon: I. NOTIONS DE BASE SUR LES SIMILITUDES
DIRECTES.

Objectifs (oralement) : A la fin de cette legon :

e L’éléve doit savoir définir une similitude directe du plan a partir de
la conservation des rapports des distances et des angles orientés.

e L’éléve doit étre capable de déterminer I'écriture complexe de la
composée d’'une homothétie de rapport strictement positif et d’'une

rotation de méme centre.

1. composée d’'une homothétie de rapport strictement positif et d’'une

rotation de méme centre

Activité
Soit Q un point du plan, A4 un réel strictement positif et 8 un réel non

nul.

On considére h 'homothétie de centre Q1 , de rapport A, et r la rotation

de méme centre () et d’angle de mesure 6.



a) Comparer hor etroh.
b) Soient M et N deux points distincts du plan d'images

respectives M’ et N’ par h o r. Comparer MN et M'N".

c) Comparer les angles (MN,PQ) et (M'N',P'Q’) ot M, N, P et Q
sont des points avec M # N, P +# Q et M',N', P’ et Q' leurs
images respectives par hor.

d) Donner I'écriture complexe de h o r dans un repére orthonormal

direct.

Corrigé
a) Soit M un point du plan. Notons M; = r(M), M' = h(M,) et
notons M, = h(M), M" = r(M,).
Onahor(M)=Metroh(M)=M"
- SiM=QalorsM'=M"=Q
- SiM # Q alors on a d'une part,
OM = QM, ; (OM, QM;) = 6 et QM’ = AQM,. Le réel 1 étant
strictement positif, on en déduit que OM' = AOM, et
(QM,QM") = 0 donc

aM' = AQM et (QM, QM) = 6.

D’autre part QM, = AQM ; QM = QM, et (AM,, QM") = 6.
On en déduit que QM" = 1QM et (QM, QM) = 6.
Ona: QM = 10M et (QM, QM) = 6 et QM" = 1QM et

(QM, QM) = 8 donc M" = M’ et par suite hor = ro h.



.
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b) Soient M et N deux points du plan. Notons M; = r(M),
M’ = h(My),
N, =r(N), N=h(N,;).Onahor(M)=M ethor(N) =N’
Ona:M,N, = MN et M'N' = AM,N, = M'N' = AM,N, et
par suite M'N’' = AMN.
La transformation h o r multiplie les distances par A.
c) Soient M, N, P et Q des points du plan avec M # N, P # Q.
Notons M; =r(M), N, =r(N), P, =r(P), Q; = r(Q) et
M' = h(M,), N' = h(N,), P’ = h(P,), Q' = h(Q,). On a donc M’
her(M),
N'= hor(N),P'= hor(P)et Q' = hor(Q).

D’apreés les propriétés caractéristiques d’une rotation et d’'une

homothétie,(M;N;, Py Qs ) = (MN,PQ) et M'N' = AMy N, ; P'Q’ =

AP, Q4

Comme A > 0 alors (M; Ny, P,Q,) = (AM; Ny, AP, Q;) et par suite
(M'N',P'Q’) = (MN,PQ).
La transformation h o r conserve les angles orientés.

d) Désignons par w l'affixe de Q. Notons z I'affixe de M ; z, I'affixe
de M, et z' I'affixe de M.

Ona:M;=r(M) @z, =e%(z-w)+w



etM' =h(M,) © z' = A(z; —w) + w.
Donc I'écriture complexe de horest: z' = e (z—w) +w;
c'est-a-dire
z' =2e¥z+w(l—2e%) quiestde laformez’ =az+b
avec a = le'? et b = w(1 — 21e'9).
Synthése
Soit h une homothétie de centre Q, de rapport A strictement positif
et r une rotation de méme centre Q et d’angle 6.
" Ona:hor=roh.
= |La composée h o r multiplie les distances par 1 et conserve
les angles orientés.
» Désignons par w I'affixe de Q.
L’écriture complexe de hor est: z’' = e (z —w) + w; clest-
a-dire
z' =2e¥z+w(1—2e?) quiestde laforme z’ =az+bola

et b sont des nombres complexes avec a non nul.
2. Définition

Une similitude directe du plan est une transformation du plan qui
multiplie les distances par un réel A strictement positif et qui
conserve les angles orientés.

Autrement dit :pour tous points A,B,C et D telsque A # Bet C # D,

d’'images respectives A’, B, C' et D' par une similitude directe de
rapport 2, ona: A'B' = AAB et (A'B’,C'D") = (4B, CD) .
Le réel A strictement positif est appelé le rapport de la similitude

directe.



Exemples

» Une translation est une similitude directe de rapport 1.

» Une rotation est une similitude directe de rapport 1.

» De fagon générale, un déplacement est une similitude directe de
rapport 1.

» Une homothétie de rapport k (k # 0) est une similitude directe

de rapport |k]|.

3. Ecriture complexe de h o r

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (0; u, ¥) .

Soit Q un point du plan d’affixe w, A un réel strictement positif et 6 un réel

quelconque.

Soit h 'homothétie de centre Q et de rapport A et soit r la rotation de

centre Q et d’'angle 6.

L’écriture complexe de la composée hor estz' = az + b ou a et b sont

des nombres complexes avec a non nul.

Exercice d’application

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O ; h est 'homothétie de

centre A et de rapport V2 ; r la rotation de centre A et d’angle% ; on note

f=hor.

a) Construire les images des points A, B et C par f.
b) Déterminer I'écriture complexe de f dans le repére orthonormal

direct d’origine O tel que A ait pour affixe 1 + i.

Corrigé



a) SoitA' = f(A) =A;B' = f(B) etC’ = f(C).

ICI

b) Soit M un point d’affixe . Désignons par M, d’affixe z, 'image de M
par r et par M’ d’affixe z' I'image de M; par h. Ona M' = f(M).

Ona:z’=az+baveca=\/7ei%=1+ietb=(1+i)(1—

\/feig) =1-1i

L’écriture complexe de fest:z' =(1+i)z+1—1i.

Exercice a faire a la maison.

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (0; U, V) .

Soit f I'application du plan dans lui-méme définie analytiquement par :

{x’=x—y\/§+2\/§
y' =xV3+y-+3

1) Déterminer I'écriture complexe de f.



2) Ecrire f comme composée d’'une homothétie et d’'une rotation de

méme centre.

Corrigé

1) Soit M d’affixe z = x + iy et M' = f(M) d’affixe z' = x" + iy.

Ona:z' =x—yV3+2V3+i(xV3+y—+V3) =x—yV3+2V3+ixV3 +iy—
V3.2 =x+iy+ivV3(x+iy) + 23— iV3=z+iV3z+ 23 - i3

7 =(1+iV3)z+2V3 - iV3,

L'écriture complexe de f est z' = (1 + iV3)z + 2vV3 — iV/3.

2) Désignons par () d’affixe w le centre commun a I’homothétie et a la rotation.
f=0e(1+iV3)w+2V3-iV3=weoew=1+2i
Z=(1+i3)z+2V3-iV3ez —w=(1+iV3)z+2V3 —iV3 —1—2i

ez —w=(1+iV3)z— (1 +2i) —iV3(1 + 2i)

o7 —w=(1+iV3)z— (1 +2)(1 +iV3)

ez —w=(1+iV3)[z— (1 +2i)]

oz —w= (1+i\/§)(z—w)

oz =1+iV3)z-w)+w
|1 +iV3| =2 etunargumentde 1 +iv3est=, doncz’ = 2e%5(z — w) +w.
Considérons ’hnomothétie h de centre (, de rapport 2 et la rotation r de centre
Q, d’angle g

Ona:f=hor.



PROPOSITION DE CORRIGES DES EXERCICES EN FIN DE CHAPITRE

Exercice1

1) Exprimons z' en fonction de z.
Ona:rM)=M, oz, =i(z—2zy) +2z4, = i(z—§)+§et
hiM)=M & 2z'=3(z;—25)+z5=3(z;,—1+i)+1—1i,donc
7' = 3[i(z—§)+§—1+i]+1—i= 3iz +2-21.
7' =3iz+2-2i.
2) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de s.
Ona:z' =az+ b avec a = 3i donc s est une similitude plane directe.
Z'=zo 3iz+§—§i =z z= 1+%i; |3i| = 3 et un argument de 3i estg.

La transformation s est la similitude plane directe de centre le point d’affixe 1 + %i,

de rapport 3 et d’angle %

Exercice2

1) Déterminons I'ensemble (T") des points M du plan tels que: |(1 + i)z — 2i| = 2.
Ona:(1+0)z—-2i=(1+i)(z-2=)=(1+D[z—(1+1)];donc
|(1+4 i)z — 2i] = V2AM ou A est le point d’affixel + i et
(14 i)z —2i| =2 e AM =+/2.
L’ensemble (I") est le cercle de centre A et de rayon V2 .

2) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.
z'=1+1i)z—2i.



z'=z&z=2;|1+i| =+v2etunargumentde 1+ i est g.
La transformation f est similitude plane directe de centre le point Q d’affixe 2,

de rapport V2 et d’'angle %.

3) En utilisant la transformation f, retrouvons le résultat de la premiére question.

OnaMe () e |z|=2e 0M =2 < M appartient au cercle (C") de centre
0 et de rayon 2. (T') est donc I'image de (C") par la réciproque f~1 de f.

La réciproque f~! de f est la similitude plane directe de centre (1, de rapport
% = g etd'angle —= .

L'image du cercle (C") par f~! est donc le cercle de centre f~1(0) et de
rayon R =2xg=\/§.

L’affixe de f~1(0) est solution de I'équation (1+i)z—2i=0<z=1+1.

L’ensemble (T') est le cercle de centre A et de rayon /2 .

Exercice3

1) a) Montrons que s(A) = B



Ona (a’C_E) = g et dans le triangle rectangle , cos(CA,CB) = g or

cos(a, ﬁ) — cosZ =2 donc CB =CA.
3 2 2

(CA,CB) = ~ et CB =5 CA nous dit que s(A) = B.
b) Montrons que le triangle ACE est équilatéral et déduisons-en que s(E) = 0.
Ona: AE = 2AD = 2BC = AC. La droite (DC) est médiatrice du segment [AE]
, donc CE = AC. Finalement AE = CE = AC donc le triangle ACE est

équilatéral.
(CE,C0) = Zet CO = CE donc s(E) = 0.
2) a) Tragons (T') et plagons les points M et P. (voir figure)
b) Montrons que le point C appartient au cercle (T').
La droite (OE) est médiatrice de du segment [AC]. Comme [ € [OE] alors IA =

IC, or IA est un rayon de (') donc le point C appartient au cercle (T').

3) Soit N le projeté orthogonal de C sur la droite (MP).

a) Montrons que (MP,MC) = Z.

Les angles (MP,MC) et (AP, AC) sont deux angles inscrits dans le cercle

(T') et qui interceptent le méme arc PC donc (MP, MC) = (4P, AC) = =.
b) Montrons que s(M) = N.

Le triangle MNC est rectangle en N et de sens direct. Comme

(MN, MC) = = alors (CM,CN) = ~. De plus (CM,CN) = = or

cos(CM,CN) = cos~ == donc CN = ~CM.ll vient alors que s(M) = N.
3 2 2

4) Montrons que les points B, D et N sont alignés.
Ona:s(A) =B ;s(E) =0.Comme M € (AE) alors s(M) = N appartient a
(0OB) car les similitudes directes du plan conservent I'alignement. Or (OB) =

(BD). Donc les points B, D et N sont alignés.
Exercice4

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal direct (0; i, 7). On note s la

similitude plane directe de rapport \/2—7 , d’angle % et qui laisse invariant le point 1(0; 4).

1) Déterminons I'écriture complexe de s.



Ona:z =gei§(z—4i) +4i= G+%i)z+2+2i
z' = (%+%i)z+2+2i

2) Soit M, le point d’affixe 2 + 3i. On pose pour tout entier naturel n, M,,,; =
s(M,) etu, =1IM,.

a) Nature de la suite (u,).
V2

SOit 1 € N, gy = My = s(Ds(My) = Z 1M, = L,
V2 . o , V2
VneN, u,q = > Un donc (u,) est une suite géométrique de raison > et

de premier terme u, = IM, = V5 .
b) Exprimons u, en fonction de n et étudier sa limite.
n
vneN,u, =uyq". Doncu, =\/§(§) ,VneN.
Ona: lim un=0car|g|<1.

n-—-+oo

3) Calculons L,, en fonction de n.

Ona:ly=IMy+IMy+tIMy=wy+ w4 Uy = (1)

1-q
\/ETL
e
n— 1_@ :
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Exerciceb

1) a) Ecrivons une relation entre z,, z,,_, et z,_,.

[E———

3
(Ap-14n-2,An-14,) = _TT[ et A,14, =1 Ap_14n—, donc

37
Zp —Zp-1 =TE€ T (Zn—z - Zn—l) = u( Zpn-2 — Zn—l)

Zp — Zpn-1 = —U(Zp_1 — Zn_3)
b) Démontrons que pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, on a:

Zp — Zn_1 = (—w)"7Li.

Ona:z,—z, =—ul(z; —zy) = (—ui.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Supposons que z, —z,_; =
(—uw)™ L.

Onalors z,.q1 — 2y = —u(zy — zp_q) = (—w)(—wW)" i = (—w)".

Donc:Vn=2,z, — 2,4 = (—u)" i



2) a) Déterminons les éléments caractéristiques de la similitude directe s, qui

transforme A4, en A1 et A1 en A,.

Zz —Z1 —iu

, son angle (AOAl,A AZ) Ona: =—=-u
Z1—Zy l
Zy—Zq — E
E—l—ul—retarg( ) =arg(—u)= 7'[———4.
Soit 0 d’affixe w le centre de s. Ona:z;, —w = re's(zy —w) ©w = : = .
1-re's
La similitude directe s a pour centre Q) d’affixe w = i = ; pour rapport r et
1-re 4—

pour angle % .

b) Démontrons que : Vn € N, 4,41 = s(4,,).

Ona:Vvn=2, z,—z,,=(uw)"tietzy —zy=idoncz, —z,_, = (—u)" i
En additionnant membre a membre les égalités z; —zy =iet z,—z,_1 =
(—u)™ i pourn allant de 2 a n et en simplifiant on obtient vn >0, z, =
I

Par hypothése A; = s(4,). Posons B = s(4,,) et notons Z l'affixe de B.

OnaalorsZ —w = re'#(z, —w) © Z = re'sz, +w (1 — relz) . Comme

.31 .31

w = in,alors Z—re4zn+1 Ona: u=re s ©r=ue"+.Donc
1- T‘€4
37 LT n n o
Z—ue‘*e“[M]ﬂ:—ul[l(“)]q. [1_u(1(u))]=
1+u

i [1—(—u)n+1].

1+u

Ona:Z=2z,,,,donc B = A,,, Cest-a-dire 4,,., = s(4,).



